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Punts peribdics de les aplicacions contínues del cercle .
Lluis Alseda i Soler
In this work we study the periodic points of the continuous
map f of the circle into itself . Our results are obtained using
the lifting map of f and its degree . One basic tool of this
paper is an analogous theorem in the circle of Li and Yorke's
theorem in the real line .
We obtain a complete answer for a degree different of -1
or 1 . For a map -of degree zero we find again the theorem of
Sarkovskii and,for a map of degree different of -1, 0, 1 we have .
periodic points of all periods with one exception . This excep-
tion occurs when the degree is -2 and there is no periodic point
of period two . We also give a complete result for a homeomor-
phism of the circle (itis a particular case of degree -1 or 1)
and partial results for a continuous map of degree -1 or 1 .
Membria presentada .per a optar al grau de Llicenciat en Ciéncies
Matemátiques .
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En els últims anys, el treball en problemes concrets de
Sistemes Dinámics i altres camps de la ciéncia, ha portat a es-
tudiar els punts periódics d'aplicacions contínues (les defini-
cions es donen en el capítol 1) . C.Sim6 a 171 exposa aixó més
detalladament .
De les aplicacions contínues de la recta es té molta in-
formaci6, básicament en el Teorema de larkovskii (veure 191 ),
Teorema (A .N . garkovskii) . Sigui f:12---~]R una aplicaci6 con-
tinua i suposem que té punts n-periódics . Llavors f té punts
m-periódics per a tot m a la dreta de n en la següent orde-
naci6 : 3,5,7,9, . . . , 2 .3, 2 .5, 2 .7, 2 .9, . . . , 4 .3, 4 .5, 4 .7,
4 .9, . . . , 8,4,2, .1 .
El Teorema de larkovskii és igualment válid per a les fun-
cions contínues d'un interval.de la recta en ell mateix .
Quant a les funcions contínues del cercle en el cercle
disposem d'un treball de L.Block (veure 121 ) .
Per a poder exposar els resultats d'aquest treball neces-
sitem la següent definici6 : per a cada aplicaci6 continua
f : S~+S1 , és a dir, £eCo (S 1 ,S 1 ), P(f) será el conjunt deis
enters que s6n període d'algun punt peribdic de f (veure el Ca-
pítol 1 per definicions) .
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Teorema 1 . Sigui fEC0(S 1 ,S 1 ) . Suposem que 1EP(f) i nEP(f) per
algun enter n>1,
	
senar . Llavors per a tot m > n tenim mEP(f) .
Teorema 2 . Sigui FcC0 (S 1 ,S 1 ) i suposem que P(f) 6s finit . Hi ha
enters m i n (amb m > 1 i n > 0) tals que,
P(f) -1 m, 2m, 4m, . . . , 2nm } .
Teorema 3 . Sigui fec0(S 1 ,S 1 ) . Si l1, 2, 31cP(f) llavors P(f)=7N.
Recíprocament, si ScIN amb la propietat de qué per alguna
fec0(S 1 ,S 1 ), SCP(f) implica que P(f)-IN, llavors 11, 2, 3lcS .
Observem que si tenim f :12-0112 continua, el teorema
de larkovskii diu que si 3EP(f) llavors P(F)= IN . El Teorema 3
de Block representa un resultat análeg en el cas de les Funcions
contínues del cercle en el cercle .
El Teorema 2 també ha estat provat simultániament per J .
Llibre a [61 utilitzant altres técniques .
En el nostre treball s"estudia la relaci6 entre el grau
de les funcions contínues del cercle en el cercle i els seus
punts periódics .
Donat n, enter positiu, les eines básiques per a deter-
minar si f té punts n-periódics s6n el Lema 2 i en especial el
Lema 3 . El métode que utilitzarem en la majoria dels casos con~
sisteix en buscar ares de S 1 que ens permetin aplicar aquests
lemes . Les elevacions de f de punt base p, on p pot 6sser qualse
vol-punt de S 1 (veure capítol 1), s6n les que ens faciliten
aquest treball .
Per les Funcions F tals que grau(F)5É 1 -'1,0, 1 no 6s difí-
cil trobar els arcs de S 1 que ens permetin aplicar el Lema 2 o
el Lema 3 i obtenir P(F) . Altrament, si grau(f)E 1-1,0,11 neces-
sitem dues eines auxiliars . La primera és 1'amplitud de F (veu-
re capítol 3) que ens permet caracteritzar P(F) si grau(f)=0 . La
segona, la donen les branques i subbranques de f (veure capítol
4) que les utilitzarem en el cas grau(f)=±1 . En aquest darrer cas
no donem una classificaci6 completa dels possibles P(F) . Els co-
mentaris al voltant de la Proposici6 24 donen idea de les difi-
cultats que cal superar per arribar a obtenir aquesta classifi-
caci6 .
Pels homeomorfismes de S 1 . és relativament fácil caracte-
ritzar totalment P(f) en funci6 del grau .
Els resultats principals que aporta el nostre treball s6n
els següents
Teorema A. Sigui FEC0(S 1 ,S 1 ) i suposem que grau(f)11-1,0,1
Llavors P(£)= IN, excepte quan grau(F)=-2 que tenim P(f) :)IN-12) .
Teorema B . Sigui fECo(s1 ,S1 ) i sigui grau(F)=0 . Llavors val
larkovskii . Es a dir si nEP(f), per a tot m a la dreta de n en
1'ordenaci6 del Teorema de irarkovskii tenim que MEP(f) .
Sigui K arc propi tancat de de S 1 . Direm que K F-recobreix






Sigui fec0(S 1 ,S ' ) i suposem que grau(f)= ±1
	
Per a cada
PES 1 sigui Tp-el conjunt dels gcS 1 tals que f(p)=f(q) . Conside-
rem els intervals que F-recobreixen S1 amb extrcms a Tp , orde-
nats per inclusi6. El mínim de cada cadena será, per definici6,
una branca de f amb punt base ps Aquesta definici6 de branca de
f amb punt base p, no correspon exactament a la que farem servir
en la resta del treball, que és molt més llarga i enfeinada . La
donem aquí per poder, enunciar fácilment el següent teorema,
Teorema C . Sigui fEC0 (s 1 ,S 1 ) i suposem que grau(f)
(i) Si existeix peS 1 tal que f té més duna branca de punt base
p tenim que P(f)=IN.
r,ar a tnt nES1 F t(- solament una branca B
P
=f_P .I ~P 21 de punt
base p, s6n certes les següents proposicions :
(a) Suposem que existeixen peS
1
i A=[a,b] , arc propi tancat de
S 1 , tals que f(A)=f(S1-Bp), f(p)(jint(BpuA), f(A)DBp ,
1
£(a),f(b)1aint(Bp ) i és certa una de les afirmacions següents :
AnBp = fó
P11 IP 1 PP 21 i f(P)E [P,P 1 1
p és punt fix de f i
F2(P)(tBp
Llavors P(f) = IN
P~P2
(b) Suposem que existeix peS 1 , punt fix de f tal que per a . tot
q i E amb geTp , E entorn de q a S 1 i pqE tenim que,
pEFr(f(E)) . Llavors val 5arkovskii per f .
(c) Sigui p l'únic punt fix de f i suposem que existeix geS 1 tal
que : q (t Bp , f(q)EBp i £(S1-Bp)=[v,f(q)]
	
amb (v,f(q)] arc
propi de S 1 . Llavors existeix un enter n amb n>2, tal que
P(f) _ 11, n, n+1, . . .,1 .
Teorema D, Sigui f :S 1--+S 1 homeomorfisme . Les segúents propo-
sicions s6n certes
(i) grau(f) =_+1 6 -1 .
(ii) Si grau(f) = +1 i P(f)~ 0, existeix n, enter positiu, tal
que.P(f)= (ni
(¡¡¡)Si grau(f)= -1 tenim que P(f) =11 1 6 P(f) = (1,21
Agraeixo a en Jaume Llibre la cura i dedicaci6 que ha
tingut en dirigir-me aquest treball així com 1'ánim que m'ha
donat en tot moment, la qual cosa ha fet possible aconseguir
aquest resultat . També agraeixo la paci1ncia i 1'ajut de la
Josefina Casasayas així com les correccions ortográfiques de
la Teresa Vidal .

CAPITOL 1
Resultats i definicions previs
S1 denota el cercle i Co(S1,S1) el conjunt de les funcions
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) . Per a cada enter positiu n, es defineix
inductivament fn com segueix : f 1 = f i fn = f -f
n-1
amb f~ 1'a-
plicacib identitat a S1 .
Sigui pES 1 . Diem que p Is un punt fix de f si
Fix(f) és el conjunt deis punts fixos de f . p és un punt perib-
dic de f si p Is un punt fix de fm per algun enter positiu m.
Si p és un punt peribdic de f, el més petit enter positiu n tal
que fn(p)=p l'anomenem periode de . p i a p ptint n-peribdic_ Per(f
denota el conjunt deis punts peribdics de f i P(£) el deis enters
positius que són periode d'algun punt de Per(f) .
Siguin peS 1 i gES 1 . L'arc tancat , mig obert b obert de p
fins a 4_girant en sentit contrari al rellotge será denotat res-
pectivament per [p,ql , [p,q) y Ippq] . (Ppq) . En aquesta nota-
cib [p,p]-representará a S1 .
En aquest treball s'utilitza la segtient definicib. Siguin
R,K i L ares propis tancat] de S1 i sigui £ECo(S 1 ,S 1 ), diem que
R f-recobreix L si per algun are tancat I c R tenim f(I)=L. Aná
logament R f-recobreix LuK si existeix un are propi tancat J tal
f(P) = P
que J D LuK i R f-recobreix J .
Els tres lemes que segueixen s6n, tal com ja hem avangat
a la introducci6, una de les eines básiques de que disposem per
caracteritzar P(f) . El Lema 3 és un análeg al Teorema de Li i
Yorke en el cas del cercle (veure [51 ) . Els Lemes 1,2 ja han
estat provat's per Block a [21 (veure Lemes 1,2,3 i 4) .
Lema 1 . Sigui fEC0 (S 1 ,S 1 ) i siguin R i L arcs propis tancats de
S 1 . Suposem que R f=recobreix L i I és un arc tancat tal que
I c L . Llavors R f-recobreix I .
Lema 2 . Sigui fEC0(S 1 ,S 1 ) i siguin M1 ,M2 , . . . , Mn arcs propis
tancats de S 1 . Suposem que Mi f-recobreix Mi+1 per i = 1, . . . . n-1
i Mn f-recobreix M1 . Llavors existeix un z, punt fix de fn , tal




f-_ -(z) E ñ .
Lema 3 . Sigui fECo(S 1 ,S 1 ) i siguin R i L arcs propis tancats de
S 1 . Suposem que R f-recobreix RuL, L f-recobreix R i 6s certa
una de les següents afirmacions
(a) f2(RnL) n R = 0 .
(b) RnL = Ipl , f(p) = q punt fix de f i qlL .
Llavors f t6 punts n-peribdics per a tot n > 2 .
Prova : Per a tot n>2 prenem la successi6 d'arcs : Mi=R
i = 1 :n-1, MnL . Ja que R f-recobreix RuL i L f-recobreix R, la
nostra successi6 compleix les hipótesis del Lema 2 . Llavors te-
nim zEM1 , punt fix de fn, tal que ~z, f(z), . . . , fn-2(z) c R i
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fn-1 (z) E L . Així z és punt n-periódic .En efecte, si z no 6s n-
periódic tenim que fn-1 (z)E R i per tant fn-1 ( z)E LnR i aixb
es contradeix amb (a) i (b) .
Notem que f( z) E R per a tot n>2
	
ja que fn-1 ( z) E R . Com que
f2(fn-1 (z)) = fn+1(z)=
f( z) r= R, es contradeix amb (a) . Si (b) 6s
cert,com que f(fn-1(z))=z tenim que z 6s fix ; llavors ja que
z=fn-1(z) -1(z)EL arribem a contradicci6 .
c . v. d .
En la resta d'aquest capítol definirem i estudiarem les
elevacions i el grau de les aplicacions f : S1~S1 contínues .
A més obtindrem un resultat sobre els punts fixos en funci6 del
grau .
A partir d'ara pensarem en S 1 com el conjunt-deis nombres
complexos de mbdul 1 .
Definim 1'aplicaci6 e : IR-S
1
com e(t)=e2nit . $s ciar
que e és un homomorfisme del grup aditiu ]R en el grup multipli-
catiu S 1 i que Ker(e) és el conjunt deis enters .
Donada una aplicaci6 continua f : X-S1 6n X (as espai
topolbgic, anomenem elevaci6 de f a l'aplicaci6 continua
f : X---12 tal que f= eof .
El lema que seque¡ ., está provat per C.T .C . Wall a[101 .
Lema 4 . Sigui I=[0,1] i £ :I---S 1 continua . Llavors existeix
una elevaci6 continua de f, que anomenarem única
excepte translacions per enters .D'aquesta manera per a cada aó:1R
amb e(a0) = F(0), tenim una única elevaci6 F tal que F(0)=a o .
Sigui ara FEC0(S 1 ,S 1 )
	
i sigui PES 1 amb p=e(tp ) i t pE[0,11
Podem considerar l'aplicaci6 continua Fo(e/Jp ) : Jp-S 1 on
Jp = [tp , tp+1]
Pel Lema 4 existeix una elevaci6 continua de fo(e/J
P
),
que denotem per fp , única excepte translacions per entersAs a
dir, per a cada ap EIR tal que e(ap ) = fo(e/Jp )(tp ) tenim pel
Lema 4 una única elevaci6 Fp , tal que Fp (tp )=ap , de manera que





Llavors per a cada FECo (S 1 ,S 1 ) i per a cada peS 1 , a tota
aplicaci6 Fp definida així 1'anomenem elevaci6 de f de punt ba-
a2__p_ A l' elevaci6 de f de punt base p tal que Fp ( tp ) E [0,1)
1'anomenem elevaci6 normalitzada de f de punt base p,_fP~
Sigui fec0(S 1 ,S 1 ) . Per a cada pES 1 és ciar que e(tp ) _
e(tp+1)=p . Com que per a tota Fp sabem que eofp = Fo (e/Jp), te-
nim e(Fp(tp ))= fo(e/Jp)(tp ) = fo(e/Jp )(tp
+1) = e(Fp(tp+1)) . $s
a dir Fp(tp+1)-Pp(tp ) és un enter i no dep1n de l'elevaci6 de
punt base p que agafem ja que Fp és única excepte translacions
per enters .
Llavors per a cada fECo(S 1 ,S 1 ) i per a cada pES 1 , a l'en-
ter Fp(tp+1)-fp(tp ) l'anomenem grau(fp ) .
Sigui [a,b] un interval tancat de IR . Per definici6
[a,b] +n amb n enter, denotará a l'interval [a+n,b+n] .
En el Lema 5 ens proposem, donada una elevaci6 duna fun-
ci6 f de punt base q, dir com s¿n les elevacions de f de punt
base p . Al mateix temps en treurem conclusions .
Lema 5 . Sigui FEC0(S 1 ,S 1 ) i sigui geS 1 . Les següents proposi-
cions s6n certes :
(a) L'aplicaci6 g q :]R-~7R, definida per 9q
(t)=fp(t-n) +
n.grau(F q ) si tejq+n, és una extensi6 contínua de 1'aplica-
ci6
fq :Jq-
IR ; és a dir ,g q/Jq= fq .
(b) Donada Fq , elevaci6 de f de punt base q, obtenim fp , eleva~
ci6 de f de punt base p,
	
al fer fp = gq/Jp .
(c) Per a tot pes 1 tenim que grau(Fp )=grau(fq ) .
Prova : L'apartat (a) és Fácil de provar (les figures 3 i 4
comparen fq amb gq/Jq-1). L'apartat (b) (es immediat a partir de
(a) (les figures 1 i 2 il .lustren el procés en el cas tpEJq
i
les 3,4 i 5 en l'altre cas)
(c) : grau(fp )- fp(tp+1)-Fp(tp)=gq(tp+1)-g q (tp )=
= Fq (tp+1-n-1) + (n+1)grau(f q ) -
fq (tp-n) + n.grau(fq)
per a qualsevol gES 1 1'anomenarem grau(f) .
Es conegut que el grau d'una aplicaci6 f :S1-<-S 1	
tínua que aquí hem definit, coincideix amb el que s'obté a par-
tir de 1'aplicaci6 induida per f sobre el primer grup d'homolo
gia de S 1 en ell mateix. Per tant tenim el següent lema.(per més
detalls veure 181 i [101) .
I
Lema 6 . Siguin f i g funcions contínues de S 1 ,en S 1 . Llavors les
dues afirmacions següents s6n certes :
(-a) grau(f o g) = grau(f)+grau(g)
(b) grau(fog) = grau(f) .grau(g)
D'altra banda notem que si PES 1
	
i és un punt fix, per a
tot gES 1 tenim que fq (tp)=tp+k amb k enter . Amb aquesta obser-
vació és fácil provar el següent lema :
Lema . Sigui FEC0(S 1 ,S 1 ) . Llavors f té com a minim 11-grau(f)I
punts fixos.
= grau(fq)
c . v. d .
Vist aixb, a 1'enter positiu grau(fq), que no depén de q,
De fet aquest resultat és conegut, ja que l1-grau(f)I es
el número de Nielsen d'una aplicaci6 continua de S 1 en S 1 (veure
[41 pág.107) . Nosaltres donem pero una demostraci6 elemental sen-
se fer servir el número de Nielsen.
Prova : Com que e(0)=1E S 1 les elevacions definides a
1'interval J1= [0,
11, les escriurem f 1 . Considerem les rectes
rn(t) = t+n amb n enter i tei1 . Es evident que Im(rn)= [n,n+11
on Im(rn ) designa com és habitual la imatge de rn,
Amb aquesta notaci6 és clar que Fix(f) és el conjunt dels
e(t) amb tej 1 i fl(t) = rn(t) per a cert n, Sigui a=f,'(0)E[0.,11
i anomenem k al grau(f) ; llavors distingirem quatre casos :
cas 1 : k>2 (veure la figura 6)
Tenim que Im(f ;)D[a,k+al i per tant IM(fl)D[n,n+11 amb
n = 1, . ., , k-1 . Per continultat la gráfica de F~ talla a les
gráfiques de rn per n=1, . . . , k-1 com a minim en un punt . Per
tant, f té k-1 =11-k1 punts fixos com a mínim .
cas 2 : k=1 (veure la figura 7)
Tenim que Im(F~)D[a,a+11', i és clar que hi ha funcions
f tals que la seva gráfica no talla a cap rn .
cas 3 : k=0 (veure la figura 8)
Tenim que f~(0)=F;(1)=a . Per continultat fl com a mínim
talla a ro. Per tant, f té com a mínim un punt fix,
cas 4 : k<0 (veure la Figura 9)
Tenim que Im(f~)D[k+a, a l . Per continultat, com en el
cas 1, f~ talla a rn com a minim per n=0,-1,  .
	
, k. Llavors
f té Ik1+1 =11-kj punts fixos com a minim,
c . v . d .

CAPÍTOL 2
Aplicacions contínues del cercle amb grau diferent de -1,0 b 1
Lema 8 . Sigui fEC0(S 1 ,S 1 ) . Llavors les dues proppsicions se-
güents sbn certes
(a) fn té com a mínim 11-grau(f) ni punts fixos .
(b) Si grau(f)IJ-1,0,1` llavors f té infinits punts peribdics .
Prova : (a) : Per (b) del Lema 6 és grau(fn ) = (grau(f))n .
Pel Lema 7 fn té 11-(grau(f))nipunts fixos com a mínim . (b) :
Si grau(f)I 1-1,0,1 tenim que I1-(grau(f)) nl--ioo quan
n----------- oo .
c . v . d.
Notem que .aquest lema ens assegura que Per(f) té infinits
punts ; perb donat n, enter positiu, no sabem si n E P(f) .





{ Z1 1 . . . , zni tal que (zi p z i+1) n { z1 p " , . . , zn } _ per
i=1, ., . , n-1 .
Lema 9 . Sigui fEC0 (S 1 ,S 1 ) i sigui k =1grau(f)I . Suposem k>1 .
Llavors per a tot peS 1 existeix una párticib de S 1 , Fp =(zo ,
. . . 1 zk-1~~
que compleix les tres propietats següents :
(a) f(zi ) = p per a tot i= 0, . . . , k-1
(b) f([zj , z
j+1
]) = S 1	pera tot j=0, . . . , k-2 i f([zk-1, zo ])
24
(c) Si p 6s punt fix de f, llavors podem prendre zo=p .
Prova : Suposem grau(f)>0 . La demostraci6 del cas grau(f)
<0 és totalment análoga . Sigui p= e(tp ) amb tpE[0,11 i sigui
q= e(tq ) amb tq E[0,11 qualsevol punt de S 1 . Prenem fq , 1'ele-
vaci6 de f de punt base q, tal que tp-1< f q (t q )
	
tp.
Com que grau(f)=k, per continultat existeixen punts t o ,
. . . , tk-1 que compleixen les següents propietats (veure figura
10) :
(1 ) tó t 1< . . . < tk-1 i tjEJq
pera tot j=0,
(2) fq (t j )= j+tp per a tot j=0, . . .', k-1 .
(3) f ([t 4 1 t j+ ]) D [j+t , (j+1)+t ] pera tot j=0, . . . , k-2 .q ,1 p p
Sigui Fp el conjunt dels zj = e(t j ) per a tot j=0, . . . ,
k-1 : De (2) es dedueix (a) . D'altra banda -E U tk-1 , tq+1])D
[ k-1+tp , fq (t q+1 )] = A i fq ([ t q , to ])D[ fq (tq), tp ] = B . Ja que
fq(tq+1) = f q (t q )+k tenim que e(AuB) = S 1 , és a dir f([zk-1,zo])
=S 1 . Llavors (1) i (3) acaben de provar (b) .
Si p és punt fix de f, sigui q=p . Podem prendre fp tal que
fp (tp )=tp . Per tant, to=tp i zo=p .
c . v . d .
Teorema A. sigui £EC0(S 1 ,S 1 ) i suposem que grau(f)(Z]-1,0,11 .
Llavors P(f)=7N, excepte quan grau(f)=-2 que tenim P(f) D 7N-(2[ .
Prova : Pel Lema 7 sabem que f té punts fixos, sigui p un
d'aquests.Ens proposem demostrar que existeixen punts n-perid-
dics per a tot n>2 b 3 . Sigui k=grau(f) i considerem la partició
F com al Lema 9 . Distingirem tres casos
p
cas 1 : Ik1>3
Tenim Fpo{p, z1 , z2 `
	
. Sigui R= [ p, z 1 1 i L= [z1 , z21
Per (b) del Lema
ff
9, R i L f-recobreixen S 1 . Per continuitat,
L f-recobreix R i R .f-recobreix RuL . Llavors f compleix les
hipótesis de 1'apartat (b) del Lema 3 i, per tant, té punts
n-periódics per a tot n>2 .
cas 2 : grau(f)=2 (veure la figura 11)
En aquest cas Fp=~p,z 1 i . Sigui R=[p,z 1
] .Per (b) del
Lema 9 R i [z 1 ,p] f-recobreix
e
en S 1 . Llavors sigui A el conjunt
dels x E[z1 ,p1 tals que F(x)=z 1 . Es obvi que z 1IA,per tant podem
prendre uEA tal que [z 1 ,u)nA = 0 . Ja que grau(f)>O,per cons-
truccib tenim que
[z1
,u l f-recobreix R i p(Z[z1 u] . Sigui L=
[z1 ,u] ; per continuitat
tenim que R f-recobreix RuL.-Llavors
(b) del Lema 3 es compleix i amb aixd sacaba la demostracib .
cas 3 : grau(f) = -2(veure la Figura 12)
Tenim que Fp= ;p, z1i . com que, per (b) del Lema 9,
f([p, z 1 ])= S 1 i f([z 1 , pl)= S 1 , existeixen vE(p, z1 ) i UE(z1 , p)
tals que F(u)=f(v)=z1 . Notem que z1(Z{ u, v} .' Considerem ara els
1
segUents arcs de S
1 1 = [p, vi, 12 = [z 1 y u], 13 = [u,
Per construccib tenim que 1 1
p1-
f-recobreix 1 2
i a MIS 1
3
f-recobreix 1 1 .
Per a cada enter positiu n>3, considerem la segtient successió
d'arcs de S 1 : M1 = I3, M2= I1 , Mk= 1 2
amb k= 3, 4, . . ., n .
Llavors aquesta successió d'arcs compleix les hipótesis del




i 1£2 (z), f3 (z), . . ., fn-1 (z)1c12 . Es facil veure que z és punt
n-peribdic de f . En efecte, suposem . que f j (z)=z per a cert j<n .
En aquestes condicions és ciar que zelu, pli en tot cas arrivem
a contradicció ja que f2(z)=p0I 2 . Així f té punts n-periódics
per a tot n>3 .
c.v .d.
Recordem que si f té un nombre finit de punts periódics,
/ n\ G
5
_ de la D---,
	
m 2m Am 2., ~. . . . . r
Corol.lari 11 . Sigui £ECo(S 1 , S 1 ) i suposem que f té un nombre
finit de punts periódics . Llavors grau(f)E(-1,0,1} i si m 1
és grau(f) = 1 .
Prova : Utilitzant el Teorema A i el Lema 7 .
amb _n_ >0 i m>1
c . v . d.
CAPITOL 3
B~licacions contínues del cercle de grau 0.
Sigui fec0(S 1 ,S 1 ), M un interval tancat de 1R i p un punt
de S 1 . Escriurem l(£pm) per designar el real positiu




punt base p és única excepte translacib per enters, notem que
direm longitud de punt base p de f a 0 .
proposicions sbn certes :
de f de punt base p, que compleix,
máx f'(t) = máx f (t)
tEJ q tEJ P
mín f'(t) = mín f (t)
tEJ q LEEJ P
(b) Ampl(f) = Ampl(Fp ) per a tot pES
are tancat de S 1 . Per1(f
P
M) está ben definit . Sigui Q=[u,v]
a tot pE[v,u] denotará el real positiu l(fp M), on M
és 1'únic interval tancat de 7R tal que e(M)=Q amb Mcjp , i li
Anomenem amplitud de fp Am l fp~, a l(fp ,Jp ) . Escriurem
Ampl(f) per designar el mínim de Ampl(fp ) per a tot pES
Lema 12 . Sigui fEC0(S 1 ,S 1 ) i suposem que grau(f)=0 . Les següents
(a) Sigui qeS
1
. Per a cada pES
1
existeix fp , una certa elevacib-
(c) Sigui ges 1	 te[0, 1) tal que fq(tP) = mín fq(t) amb
tEJ
q
tpe1tp , tp +í} i tP E Jq . Llavors FP(tp ) = mín £P(t)
t
EJp
Prova : Com que grau(f) = 0, la gq
que hem definit en el
Lema 5 compleix les segtients propietats :





(2) mín g (t) = mín f'(t)
tE][Z q tEJ q
q
Amb aixb (a) és evident (veure les figures 13 i 14) .
(b) : De (a) es dedueix immediatament que donat gES 1 és
Ampl(f q ) = Ampl(Fp ) per a tot PES 1 .
(c) : Per (a) del Lema 5 és clar que gq(tp) = gq(tP) . D'ací
i de la propietat (2) es dedueix immediatament (c) .
Teorema B . Sigui FEC0(S 1 ,S 1 ) i sigui grau(f)=0. Llavors val
larkovskii . Es a dir, si neP(F) llavors per a tot m a la dreta
de n 1'ordenacib del Teorema de larkovskii, tenim que meP(F) .
Aquest teorema 1'hem dividit en dos casos : Ampl(f)<1 i
Ampl(f)>1 . En el segon cas no donem la demostracib, que és
equivalent a la de Block, Guckenheimer, Misiurewicz i Young a
l3] . En canvi incloim la demostració quan Ampl(f)<1,que és
més senzilla que la que acabem de citar .
Prova : Pel Lema 7 sabem que f té com a minim un punt fix .
Sigui xo un d'aquests punts fixos . Com sempre considerem x =e(t )
0 0
c . v . d.
amb t E(0,1) .
	
Es ciar que f' (to)= to . Anomenem m al mín f' (t) .O
O tEJx O
O





=[m', m'+11 amb m'E[0,1)i m'= m+n, n enter . Sigui M =




Sigui p=e(m) . De l'apartat (a) del Lema 12, es té que m =
definida com a l'apartat (a) del Lema 5 . Ja que gp/i -n = Fp(t+n)
P
és obvi que m= mín g (t) i N-máx g (t) .Per tant gP
([m,m+11)=
tE,jj -n P tEJ -n P
[m, M1 . Per hipdtesi tenim que Ampl(f)61 i llavors per (b)
del Lema 12, Ampl(fp )< 1 per a tot PES 1 . Llavors m+1> M i tenim
9p ( [ m, m+11) c[m, M+11 . . Per tant val larkovskii per gp
/[m,
D'altra banda, com que per (a) del Lema 5 sabem que
m+11 '
e(gp(t)) = f (e(t)) amb tE J
P
-n, és fácil provar que e(9k(t)) _
fk(e(t)) amb tej
P
-n i k enter positiu qualsevol . Llavors és ciar
que val garkovskii per f .
c . v . d.

CAPITOL 4
Aplicacions contínues del cercle de grau +1 6 -1 .
En les aplicacions contínues del cercle de grau +1 6 -1,
1'amplitud juga un paper secundar¡ com es veurá al llarg d'aquest
capítol . Ja hem dita la introducci6 que per esbrinar quins s6n
els arcs de S 1 que la seva imatge per f és tot S 1 o compleixen el
Lema 2 o el Lema 3 definirem les branques i subbranques de f .
Préviament, peró, obtindrem una condici6 que ens rela-
ciona les funcions contínues de S 1 en S 1 de grau +1 6 -1 amb
1'amplitud . Aquesta condici6 també ens será útil a l , hora de
caracteritzar P(f) .
Sigui fEC0 (S 1 ,S 1 ) .Donat pES 1 siguin d =f'(t ) i A =(1,1')
-P' P P -P
amb 1 i l'definits com segueix (veure les figures 15 i 16) :




dels xejp tais que fP([ x,tp+1 ])=dp+grau(f) .
Notem que 1 és estrictamerit més petit que 1'quan grau(f)
0 .
Sigui Cp_el conjunt dels xEJp tals que fP(x)=k+dp amb k
enter (veure la figura 17) .
Per a cada peS 1 definim el coniunt dels punts de tall de
f, T f ) com segueix . Consideren les components connexes de
CpnAp . Si una component connexa es redueix a un punt t, direm
que tET(f,p) si fP és creixent o decreixent en t . Altrament, si
és un interval J, identificant tot aquest interval a un sol punt
t, direm que JcT(f,p) si la nova funci6 fP definida per aquesta
identificaci6 és creixent o decreixent en t . Les figures 15 i
16 mostren exemples de T(f,p) .
Lema' 14 .
	
Sigui FEC0 (S 1 ,S 1 ) i sigui grau(f)=t1 . Llavors s6n equi-
valents les segtlents proposicions . .
(a) Ampl(f) = 1
(b) Existeix peS 1 tal que T(f,p) _
funcions d'amplitud 1 ; les 29, 30 i 31 ho s6n d'amplitud més
gran que 1 .
m= mín £P(t) . Es ciar que £P(Jp) _ [m, m+1) . Llavors dp= £P(tp )
tEJp
E ;m, m+1) . En efecte, si fP(tp)q(m, m+11, ja que grau(f) =f1,
fP(tp+1) hauria de sortir de [m, m+1] . Per tant FP(Jp)=[dp,dp+1],
és a dir T(f,p)=fb .
Ampl(fp ) Z1 . Llavors Ampl(F)=1 .
Prova : Les figures 16,32,33,34 i 35 s6n exemples de
Per hipbtesi existeix pES 1 tal que Ampl(Fp )=1 . Sigui
Per hipbtesi fP(Jp ) _ [dp , dp+1]+k amb k enter, és a dir
Ampl(fP)=1 . Ja , que grau(f)=f1 tenim que per a tot peS 1	é
c. v. d .
Proposici6 15 . Sigui fEC0(S 1 ,S 1 ) i suposem que grau(f)=t1 . Si
1
existeix pES , punt fix de f, tal que T(F,p)=O, val ~arkovskii .
Prova : Tenim f'(t )=t =d i ja que T(f,p)=Á és clar que
p p p p
£P(Jp)=Jp si grau(f)=+1 i £P(Jp )=JP
-1 si grau(f)?t-1 . Conside-
rem fp tal que fp(Jp )=Jp . Llavors val Sarkovskii per fp , La
demostraci6 sacaba com en el Teorema B .
c. v . d .
Vista la informaci6 que ens proporcionen els punts de
tall,anem a fer un altre tipus de consideracions .
Per a cada peS 1 sigui TP_el conjunt dels gES 1 tals que
f(p)=f(q) . Notem que Tp=e(Cp ) . Per a tot gETp i tgECp tals que
q=e(tq ) al9pq=al~ptq-denota l'enter fP(tq )-dp.




pES és cena una de les dues proposicions següents :
(a) Existeix una partici6 finita de S1, g1 ,q2' . . . , . qn 1
que
compleix les següents propietats :
(a-1) pE [qn,
q1 ) i g jETp per a tot i=1-n.
(a-2) al9p g 1 =±1, al(ppgrigrau(f) i al9pgi=al9,pgj±1 amb jE ;i+1,i-1}
per a tot i=2=n-1 .
(a-3) per a tot qE[gi,qi+linTp tenim al9pq=aloppgi amb i=1 ;n-1 .
(a-4) f( [gi , gi+1 1 ) = S 1
per a tot i=1-n-1 i f([ gn, g1 1)=S
1 .
(b) Per a tot gGTp al9pq=0 6 al9pq=grau(f) .
Prova : Considerem el conjunt Cp i els , conjunts CP, per
¡=0=n, que compleixen les segUents propietats (veure la figura
18) :
(1) Cp= n CP i CP
	
per a tot ¡=O-.n.
i=0
(2) per a tot xeCP i per a tot yeCP x<y si i<j .
(3) . per a tot XECP, fP(x)= ki+dp amb ki enter que no depE~n de x .
(4) k o=0, kn=grau(£) i ki=kj±1 amb jE(i-1,i+1), i=1:n-1 .
Escriurem al i bi per designar respectivament el mínim
i el máxim de CP . Notem que a o=tp i bn=tp+1 . Veiem que de con-
junts CP n'hi ha, en efecte, un nombre Finit .
Si n no £os Finit, tampoc ho seria el conjunt Ú ( ai ,b i ) .
i=1
Per tant, aquest conjunt tindria a Jn un punt d'acumulació s .
r
Llavors per a tot cpositiu existeix8 tal que, . per a tot x=(S-S,s+S)
tenim que fP(x) E (fP(s)-e , FP(s)+e) . Com que a (s-S , s+S) hi
hauran punts de diferents algades, per s=z arribem a contra-2
Sigui qi=e(ai ) . Es fácil veure que al fer aquesta matei-
xa construccib per a cada q
j
amb j=1;n, com a mínim obtenim els
punts de la forma a .+k amb a .+kej i=1= n i kE(-1,0,1) (veure
les figures 19 i 20) . Notem, peró, que al passar a C
qj
podem
perdre el punt ao . En efecte, nombs cal prendre una £unció f
1 z q j ,
tal que CP tingui més d'un punt (les figures 19 i 20)també
il .lustren aquest cas) . Per tant no tindrem en compte q0
.
Distingirem dos casos : n>1 6 n=1 . Del primer cas obte-
nim (a) per construcci6 i (b) és evident a partir del segon .
c.v .d .
Observem que si (b) és cert, podem considerar, com en el
cas (a),
q1=
e(a1 ) que compleix algpgl = grau(F) .
Sigui fECo(S I ,S ' ) i sigui PES 1 . Si és cert (a) del Lema





[qn?q 1 ] i [g i' qi+11 .
A cada Bp l'anomenem brañca de F de punt base p i diem
que F té n branques de punt base p. Si és cert (b) del Lema 16
al conjunt [g1,q1] 1'anomenem branca de f de punt base
p_i
diem que f té una branca de punt base p-
1
Notem que si per a tot pES , f té una branca de punt ba-
se p, aquesta definici6 ens dona la mateixa informaci6 que el
grau . En aquest cas ens caldrá filar prim, per aixb més enda
vant definirem les subbranques de f .
Préviament veiem el segtlent resultat .
Lema 17 . Sigui FEC0(S l ,S l ) i suposem que grau(f)=±1 . Llavors per
a tot peS 1 , f té un nombre senar de branques .
Prova : En la notaci6 introduida a la demostraci6 del Le-
ma 16 tenim que bn=tp+1 i algpbn = grau(F) . Si n Fos parell lla-
vors bn tindria al(pada parell i, per tant, diferent de grau(F) .
c . v. d.
35
Aquest resultat ens permet aga£ar els intervals adegtiats
en la següent proposici6 .
prop osici6 - 18- . Sigui feCo(S 1 ,S 1 ) . Suposem que grau(f)=±1 i exis-
teix peS 1 tal que f té més duna bránca de punt base p . Llavors
P(f)= 7N .
Prova : Pel Lema 17, f té com a minim tres branques de












2 f-recobreixen S 1 , per
continuitat, L f-recobreix R i R f-recobreix RVL . D'altra
RnL = ; q2} i com que f(q2)=f(p) tenim que £
2
(q2)~R . El Lema 3
prova que f té punts n-peribdics per a tot n>2 . A més, per con-
tinultat, f talla .a alguna de les .rectes r (t)+t amb tEJP ,n p p
rn(t)=t+n, com ja hem definit en la demostraci6 del Lema 7, i
nEt -1 , 0, 1) . Per tant f té punts fixos .
Lema 19 . Sigui fEC0(S 1 ,S 1 )'i sigui grau(f)=t-1 . .Suposem que per
a tot peS 1 f té solament una branca [g 1 ,q1 lde punt base p . Lla-
vors per a cada pES 1 existeixen punts z o , s 1 i s 2 , que eventual-
ment poden coincidir, tals que :
(a) £([zo ,g 1 ])=S 1 , f(zo)=f(P) i 1(f I Zoj Zo,g 1	~ 1:
(b) f([x,q1]);¿S1 per a tot xG(zo ,g1 ] .
(c) "£([s1#S2]) = f([g1,zo]) .
(d) PE[g 1 ?zo] i f(P) e f([ s i ,S2]) "
36
c . v . d.
banda




b'+11 i b< a~ < tP < b'+1 .
0
(f) Si z0í q 1 llavors z011sl,s2)
(g) Si existeix peS 1 tal que l(f,zo,[s 1 ,s 2 1) 31 llavors
[ z0ygl ln[s l ,s 2 1 = 0 .
Llavors
Prova : Treballem en la notaci6 introdulda a la demostra-
ci6 del Lema 16, Tenim Cp=CP U CP . Sigui zo= e(bo ) . Per cons-
trucci6 fP(bo)=dp i £'(a1 )=dp+ grau(f) . Llavors f([zo ,q ' 1)=S 1
i jaque a = mín C1 i b = máx C0 tenim (b) (veure la figura 21) .1 p O p
L'apartat (a) és cert per construcci6 .
Considerem Mp i mp definits com segueix (veure la figura
22) : XEM si xEQ i f' (x) = máx f' (t) ; XEm si xEQ i f' (x)=
p z0 tEQ z0 p z0





Siguin c1 i c2 el mlnim i el máxim respectivament del
conjunt
1
min( P), min(mp )} i sigui S i=e(ci ) (veure la figura 23) .
(d) s6n certs per construcci6 .
(e) : per construcci6 tenim que ao=tp , b1 =tp+1, fP(bo)=
£'(ao ) = dp i £'(a 1 ) = £P(b 1 ) = dp + grau(f) . Rs ciar que
b0< al ~. b 1	 0+1 . Sigui k un cert enter tal que Jz =[b',b'+11
O
amb b'=b0-n . Considerem a~=a 1 -k i t'=tp+1-k . Llavors per (b) del






(b'+1) = grau (f) .
0 0 p 0
(f) : Ja que z0,,' q 1 , en la notaci6 de 1'apartat anterior,
tenim a~< b'+1 . Si b'+1eMp 6 mp del darrer apartat es dedueix
que al tamb6 hi pertany . Llavors b'+1 no pot ser el mínim i
z0lls l ,s 2 i .
(g) : De les hipótesis i de (c) tenim que z0j q1 " Per
tant de 1'apartat anterior deduim que z0,-~ s 2 . A més s1 q1 .
Si s1=q1' (c1 ,c2 1 = [a~,c2 ] amb a~com a 1'apartat ante-
rior. Ja que 1(£,z0,[s1,s2] » 1 en (aí, c2 1 hi ha un punt x
tal que fZ (x) = fZ (a ;)t1 . Llavors f t6 més duna branca de
0 0
punt base z0 , que es contradeix amb la hipátesi,.
M
p
= mp = Q i [s1,s21= (q1 1 ,
c . v . d.
Notem que [s i ,s 2 ]
sempre existeix encara que es pot re-
duir a un punt . Considerem, per exemple, feC0(S 1 ,S 1 ) tal que
zo-q1 6 tal que f([g 1 ,z 0 ]) = constant = f(p) . En ambd6s casos
Anomenem subbranca principal de f de punt base P)RP,_
a 1'arc de S 1
	
[z0,q1]i subbran a . secundária de f de punt base
p, RP, a 1'arc de S 1 [S S 2 1 . La longitud de f a RPi que escriu-
rem L(R1 ), amb i=1 6 2 será el real positiu 1(£,z ,R1) .
Proposici6 20 . Sigui fEC0(S 1 ,S 1 ) . Suposem que grau(f)=f1 i que
per a tot gES 1 f té solament una branca . Suposem també que
existeix pES 1 tal que f(p)1int(R 1uR 2 ), f(R2 )DR1 , el conjunt
p p p p
~f(s 1 ), f(s2)}dint(R
1
p ) i és certa una de les segttents afirmacions :
(a) RPnRP
(b) PZIg 1 y
	
zo 1 i f(P)E: [P, zo




Llavors P(f) =IN .
Notem que si L(R2»1, per (g) del Lema 19 es verifica (a) .
Prova : Ja is conegut que quan grau(f)= -1 f té punts fixos .
En aquestes hipdtesis,a més, es compleix que f també té punts
fixos quan grau(f)=1 . En efecte si f(p)5Éint(R1 R2 ), en particu-
lar f(p)gint(R
1
) i llavors en la notaci6 del Lema 19 tenim que
b'+1>d
P
>a~(notem que f(p)E[q 1 ,z0]) . Llavors per continuitat f té
un punt fix a RP (veure la figura 24) . Per tant ens proposem
provar que f té punts n-peribdics per a tot n>2 .
En primer lloc tenim que q 1 4 s 2 i s 1 ~ s2 . Si q1=s2 6
S I =S 2 és ciar que, en la notaci6 introduida en la demostraci6
del Lema 19, M = m . Es a dir f' és constant a Q, que es con-p p z
0
Com que q 1	~s2 és ciar que p j¿ s 2 . Suposem que pEls 1 , s 2 1
és obvi que existeix t' ta que e(t') .= p i t'E~min(M ),mínim )
P P P P P
Llavors tP Q i, en la no' --i6 introduida en (e) del Lema 19,
tenim que a~<tP . Per (e) del Lema 19 fz (a~) = fz (tP) i, ja
0 0












recobreix S 1 (és a dir R 1 f-recobreix [f(p), F(p)j) . Llavors és
P
clar que R1 f-recobreix R1uR2 . D'altra banda tenim que f(R2 )D1, 1 P P P
1 (
Rp i {f(s 1 ), f(s2)jQint(RP) ; aixó garanteix que RP F-recobreix
Notem que és possible que R 2 f-recobreixi R 1 i en canvi
P P
( )
jf(s 1 ), f(s2)}cint(R
1
p ) (veure la figura 24), peró per construcci6
F tindrá més duna branca de punt base z
0
.
Si (a) és cert prenent
R=R1
i L=R 2 1'apartat (a) del
P P
Lema 3 acaba la demostració .
Ja que F(RP) DRP tenim que zo ,1 q1
i per (f) del Lema 19
zc~ s 2 . Per tant si Rp1 n Rp 02 ~ tenim que Rp1 n Rp2 =} q1 } i q1 =s 1
Per (a) del Lema 14 i_ ja que R PT ténim que F(q Ta nma
c1 i c2 sbn máxim i mínim a Q i c1=a
í
, per (c) del Lema 19, te-
nim que f(RP) = F([ g1' s2 ) ) = F( [ q 1 Y zo ) ) = F( [ s2yzo ) ) (veu-
re les figures 25 i 26) . De (d) del . Lema 19, pE[g 1 ,zo ] . Llavors
si (b) és cert distingirem dos casos :
Ja que f(p) = F(q1 ) i p1E s 2 tenim que f([q 1 ,s 2 ]) _
f([p,s 2
]) (veure la figura 25) . Com que [g1,s2) = RP és clar
que [p,s 2l f-recobreix RP . Per hipatesi p ~ q1
i com que Vs2
tenim que Rpn[p,s2] =,O. Prenent R=RP i L=[p, s 2)pel Lema 1
R f-recobreix RuL . Llavors 1'apartat (a) del Lema 3 acaba la
cas 2 : pIRP .
De (a) del Lema 19 f(p)=f(z0 ) i com que p~s2 tenim que
£([s2, z0J)=f([s 2 , p]),






]) i R2p f-recobreix R
1
p és ciar que [s 2 ,
p] f-recobreix
R1 . D'altra banda per hipótesis f(p)q[s 2 ,
p) i per tant, amb un
P
raonament análeg a 1'anterior tenim que
R11
f-recobreix
R1 U [s , pl . Prenent R=R1	i L=. [s , pl, com que pez i s ~q ,p 2 p . 2 0 2 1
la part (a) del Lema 3 acaba la demostració .
Si (c) és cert tenim que p(IRp . En efecte, si pERp com que
f(p)=p i f(p)1int(R 1pUR2 ) tenim que pEIs 1 , s21 i per tant
p=s 1 . D'altra banda hem vist que q 1 =s 1 , que ens porta a contra-
diccib amb la hipotesi .
Notem pero que si peR2 tenim T(f,p) = y1 i per ser p fix
val larkovskii tal com hem vist a la Proposici6 15 .
Per construccib tenim que f(q1)=f(p)=p i ja hem vist que
z0 ~ s 2 . Prenent R=Rp i L=RP, ja que poIRP, 1'apartat (b) del
lema 3 acaba la demostració .
Si (d) és cert, com que per construccié f(p)=f(q1),
tenim f2(g 1 )qR 1 . Prenent R=RP i L=R2 l'apartat (a) del Lema 3
acaba la demostració .
c . v . d .
Sigui fEC0(S 1 , S 1 ) tal que per a tot geS 1 f té solament
una branca . En la notacié introdulda a la demostració del
Lema 19, sigui cpC.Ic 1 , c21 amó cP Mp i sigui sp=e(cp )
Proposici6 21 . Sigui feCo (S 1 ,S 1 ) . Suposem que grau(f)=t1 i que
per a tot gcS 1 F t6 una sola branca . Sigui pc-S
1
1 , anic punt
fix de f . S6n certes les tres proposicions següents :
(a) Si T(f,p) = Á val Sarkovskii .
(b) Si T(f,p) ,~
	
i F(sp )(Z RP tenim P(f)= 7N .
(c). Si T(f,p) ,~ i f(sp)E
R11
existeix un enter n amb n>2, tal
que P(f)=11, n, n+1, . . .,1 ,
El Lema 7 ens diu que una Funci6 així ha de ser necessd-
riament de grau +1 .
Prova :
(a) : és la Proposici6 15 .
Si considerem les subbranques de punt base p, ja que p
és 1'unic punt fix tenim z =p . En efecte si h _za. =t hi Yiai~_ri_ero o' o p
més punts fixos (veure la figura 27) . Llavors R11=[p, q1] .
(b) : Per construcci6 f(R2 ) és un arc de S 1 de la forma
[u,P(sp )] . Per (d) del Lema 19, p=F(p)E£(R2) és a dir
[p,F(sp)lE f(RP) . Ja que F(sp)(ZR 1p és ciar que RP F-recobreix RP .
D'altra banda F 1(p)=plint(RpuR
2
p ) i per tant R
1
p F-recobreix
R 11 uR2 ja que, per construcci6, RP f-recobreix Ip,pl . Per (f) del
Lema 19 p'¿s 2 , per tant pIR2 i, per construcci6, F(q1)=F(p)=p .
Llavors prenent R=R 1 i L=R2 el Lema 3 acaba la demostraci6 ja
p p
que Rp1nRP=~ 6 RPnR2=Iq ~ .p 1
(c) : Tenim que f(sp ) ,~ p . En efecte, si f(s p )=p llavors
fP(cp )=tp+k amb k enter; ja que f és de grau +1, fP(tp+1)=tp+1 i
ja que epE Mp és ciar que k:1 . D'altra banda si k>1
	
tindriem més
duna branca de punt base p . Si k=1 tenim £P(Jp )=[m, tp+1] amb
m= mín fP(t) . Notem que si m <tp , per continultat,
tEJ
P
p no és 1'únic punt fix (veure la figura 27) . Per tant fP(Jp)=Jp
i T(f,p)= 0 que es contradeix.
Ja que RP =[ p , q 1 ] i £(Sp )ERp és ciar
cas 1 : fm(sp) EC .
que f(sp )E(p,g 1 ]
Sigui m el més petit enter positiu tal que : fm-1 (s
P)E(p,g1]
fm(sd E(g 1 ,p] . Prenem els següents ares a S 1	 v u ela figura 28) :
A 1 = [p,f(sp )] , Ai=[fl-1 (Sp ), f1 (sp ) ] amb i=2, . n .
B=[g1,sp] i C=[sp,P]
Per construccib f(q 1 ) = f(p)= p i llavors f(B) = f(C)D A1 .
D 1 altra banda és ciar que £(A 1 ) D . A 1u A2 i £(Ai ) D Ai+1 amb i= 2,
. . ., m-1 . Distingirem dos casos (el segon está il .lustrat per la
figura 28 )
És ciar que AmDB i per tant £(Am)DA 1 . Per a cada enter
n, amb n>m, considerem la següent successib d'arcs del cercle :
Mi Ai+1 amb i=1, . . . , m-1 i Mi=A 1	ambi=m,
. ., , n . Pel Lema 2
existeix vEA2 , punt fix de fn, tal que f1(v)E Mi+1 ; a més v és
punt n-peribdic ja que fn-1 (v),¿ v . Tenim Ifm-1 (v), . . . , f
n-1
(v)
c A 1	i A1nA 2= ( f(sp ) } . Si fn-1 (v)=v és ciar que fn-1 (v)=f(sp)=v .
Ja que v=£n(v) tenim .f(sp )=f2 (sp ) i p no és lIúnic punt fix de
f, que es contradeix . Per tant f tb punts n-periódics per a tot
n>m.
cas 2 : fm(sp )E(g 1 ,sp ) .
Per construccib AmD[fm-1 (sp),
f(Am)D[fm(Sp ), PIDC .
successib d'arcs de S 1 :
pl i
Per a cada-enter n, amb n>m+1 considerem la següent
Mi=Ai+1
	
amb i=1, . . . , m-1, MmC, Mi=A1	a bi=m+1, . . ., n .
La demostracib acaba com en el cas anterior .
f(q1)=f(p)=p . Llavors
c . v. d .
El següent teorema és el resum dels resultats obtinguts
per grau(f)=t1 .
Teorema C . Sigui fEC0(S ' ,S ' ) i suposem que grau(f)=t1 .
(i) Si existeix peS
1
tal que f té més duna branca de punt ba-
se p tenim que P(f)= 7N .
(ii) Suposem que per a tot pES 1 f té una sola branca de punt
base p, i sigui RP=[p 1 ,P 2 1 la subbranca principal, llavors sbn
certes les següents proposicions :
(a) Suposem que existeixen peS
1 i A=[a,bl, arc propi tancat de
S 1 , tals que f(A)=f(S 1 -R1 ), f(p)gint(R1UA), f(A)DR1
{f(a),f(b)},jint(RP) i és certa una de les següents
afirmacions :
POIP1 pp 2 1 i f(P)E[P+P 1
1
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(3) p is punt fix de f i p ~ p2
(4) f2 (P)EtRP
Llavors P(f) = 7N
(b) Suposem que existeix pES 1 , punt fix de f tal que per a tot
q i E amb gcTp , E entorn de q a S 1 i pe'E tenim que peFr(f(E)) .
Llavors val larkovskii .
(c) Sigui p 1'únic punt fix de f i suposem que existeix gcS 1
tal que : q(ZR 1 , f(q)ER1 i f(S 1 -RP)
	
f(q)] amb [v, f(q)]
arc propi de S 1 . Llavors existeix un enter n amb n>2, tal que
p(f) = I1, n, n+1, . . .
Prova :
(i) és la Proposicib 18
(ii, (a)) prenent A= R2 és la Proposicib 20 utilitzant
p
(c) del Lema 19 .
(ii, (b)) per hipotesis és ciar que T(f,p) = 0 . La
Proposicib 15 acaba la demostració .
(ii, (c)) ja que f(S 1 -RP) _ [v,f(q)] i q(tRP tenim que
q = sp ;¿ q 1 . D'altra banda per (d) del Lema 19 p= f(p)E
f( [s1
,s2])
i per (c) del mateix lema f( [s 1 ,s 2 ] ) = [v, f(q)] ,
Llavors f(q) -¿ p . En ef ecte .s i f(q) = p tenim f(sp ) = p . Per
construccib és ciar que f(q 1 ) = p . En la notació introdufda a
1'apartat (e) del Lema 19 tenim alg(aí) = al(;(cp ) i a ;<cp .
Com que q 1	sp
tenim a'< cp i arrivem a contradiccib perque en
agüest cas cp no seria el mínim de Mp.
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En aquestes condicions és fácil veure que T(f,p) ~ 0 .
Ja que F(q)eR 1 som a les hipótesis de (c) de la Proposi-
ció 21 . Aixd acaba la demostraci6 .
Al comengament del capítol,hem avangat que 1'amplitud
juga un paper secundar¡ . Observem que F pot tenir una sola branca
i ser d'amplitud més gran que 1 ( veure la figura 31) o tenir més
duna branca i ser d'amplitud 1 ( veure la figura 16) . El següent
lema mostra que les funcions per les quals hem caracteritzat
P(f) en el Teorema C poden ser de qualsevol amplitud . En 1'enun-
ciat d'aquest lema utilitzarem la següent definic¡6 .
Sigui FEC0(S 1 , S 1 ) i B 1 una branca de f de punt base p .
P
Dir.em .que _F té Pendent positiva a BP- si al(; ai+1 -1 - alga¡ quan .
i-1:n-1
	
i al9pa l -1 - al(;pao quan i- n . Análogament direm que f té
Pendent negativa a BP_si al(pai+1
= alca ¡-1 quan i-1=n-1 i
al9p a 1 - algpao-1 quan i- n . La Figura 29 il .lustra aquesta
definici6, F té pendent negativa a B2 i positiva a B1 .
P P
Lema 23 . Sigui feC0 (S 1 , S 1 ) . Suposem que grau(f)-f1 i per a tot
peS 1 és certa una de les tres a£irmacions següents .
(a) F té més duna branca de punt base p i com a minim dues
d'aquestes branques compleixen l(F,p,B 1)> 1 .
P
c . v . d .
(b) f té més duna branca de punt base p, 1(f,p,BP)> 1 per un




(c) f té solament una branca de punt base p, L(R2 ) >1 i
P
1 (f,zo r [zo r S 1 1
	
) > 1 .
Llavors Ampl(f) >1 .
Les figures 29 i 30 s6n un exemple d!aquest lema . Les
figures 32,33,34 i 35 mostren que si falla alguna hipbtesi ja
6s possible trobar un peS 1 que no tingui punts de tall . Notem
tamb6 que el recíproc no 6s cert ja que hi ha funcions drampli-
tud.mts gran que 1 que no compleixen les hipótesis (veure la
figura 31) . A mIs aquest lema deixa clar que les funcions per
les quals hem caracteritzat P(f) poden ser tant dramplitud 1 com
m&s gran que 1 .
Prova : Sigui peS 1 tal que (b) 6s cert . Per construcci6
tenim BP = e([ ak , ak+1 ]) amb CPc[akr ak+11r en la notaci6 in-
troduIda a la demostraci6 del Lema 16 . Podem suposar sense res-
tricci6 (com a la figura 29) que la pendent de BP 6s negativa .
Sigui t E [a , b ] tal que fP(t ) = max f'(t) . Jas k k s bl PLela
k '
k
que 1(f,p,Bk ) >1 i la pendent de f a BP bs negativa tenim
FP(ts ) >FP(ak) . Per hipbtesi la pendent de BP-1 6s positiva .
Llavors 1(fP, [ak-1 , ts ]) > 1 i 1(fP, [ ts,, ak+1~ ) > 1 .
Si (c) 6s cert, per (d) del Lema 19 tenim R 1 n R2 fÓ .
P P
En qualsevol dels tres casos, tenim. dos intervals tancats
a J tals que la longituc de f' en aquests intervals 6s estric-
P P
tament mIs gran que 1 . Lavors lrantiimatge de d
P
t6 com a mínim
dues componente connexes a J
P
. Per construcci6 com a minim una
d'aquestes components connexes és a Ap i llavors T(f,p) ~ 0 per
a tot peS 1 . Pel Lema 14 tenim Ampl(f)> 1 .
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c . v. d .
Ja hem vist a la introducci6 que P(f)D(1, 2, 31 equival
a dir P(f) = 7N . El Teorema C mostra les dificultats amb les
funcions de graut1 . D'entrada ens diu com trobar funcions de grau
f1 amb P(f) = 7N (Proposicions 18 i 20), P(f)
	
3, 4, .
(Proposici6 21) i a més sabem que hi ha funcions que 1eP(f) .
D'altra banda (com en el cas de les funcions de grau 0) ens
assegura 1'existéncia de funcions que compleixen ~arkovskii
(Proposicions 15 i 21) . Aixó fa possible 1'existéncia de funcions
de grauf1 amb P(f) = (1, 2, 4, 5, . . .! (veure [91) .
A més de la dificultat que implica aquesta varietat de
possibilitats, hi ha alguns resultats coneguts que encara no han
aparegut en aquest estudi a partir del grau . Aixó fa esperar que
la complicaci6 augmenti notablement. Observem per exemple que
encara no hem caracteritzat : les funcions amb un nombre finit de
punts periódics ; únicament sabem, pel Corol.lari 11, que s6n de
grau 1, -1 6 0 . La següent proposici6,la demostraci6 de la qual
es pot trobar en el llibre d'Arnold i Avez ( veure (11), mostra
dues altres possibilitats .
Proposici6 24 . S igui S 1 = 7R/7L i (P . S
1
--oS 1 automorfisme
tal que q(x) = x+w (mod 1 ) amb wE IR .
Llavors s6n certes les dues proposicions següents .
(a)
	
a>= s/q racional<* p és q-periódic per a tot pES
1
.
(b) w 1s irracional q les órbites de 9 són denses a S1 i per




La diFicultat que hem trobat en el capítol 4 desapareix
quan consideren homeomorfismes en lloc d'aplicacions contínues
del cercle . En aquest cas poden caracteritzar completament P(F) .
Lema 25 . Sigui f :J-yJ homeomorfisme amb J =fx, x'J, x-x+1 .
Llavors les següents proposicions s6n certes :
(a) F és monótona creixent o decreixent .
(b) Si f creix tenim P(f)= (1)
(c)
	
Si f decreix tenimm P(F) = 11,2
Prova : La part (a) 6s fácil de provar per injectivitat i
continuitat . (b) : Ja que f és bijectiva i creixent és ciar que
x, x'E Fix(f) i P(f)D(1) . Anem a veure que P(f)={1} . Prenem
Fix(f) amb els seus elements .ordenats,
1
xo , . . . , xn 1 . És ciar
que xo=x i xn=x' . Sigui Ji = (xi . xi+1)'
Tenim que JinFix(f)=o
per a tot i= 0, . . . , n-1 . És a dir, per a tot xeji , x<f(x) 6
x>F(x) . Per tant fn(x)<f
n+1
(x)
6 fn+1 (x)<fn(x) per a tot n en-
ter positiu . Llavors és obvi que Per(f) = Fix(F) .
(c) : Ja que f és bijectiva i decreixent és evident que
F(x)=x'i F(x7=x ; is a dir, x i x's6n punts 2-periódics de f .
D'altra banda, per continuitat f talla a ro(t)+x amb ro(t) defi
nit con a la demostraci6 del Lema 7 . Llavors f té punts Fixos .
Així P(f)DI1,2 }
5 1
Volem veure que P(f) =(1,21 . Com que f decreix, tenim
que f2 creix i per (b) P(F2 ) = 111 . Suposem que P(f)í¿ {1,2 1 ;
és a dir, que existeix un enter positiu n, n>2, tal que nEP(f) .
Sigui. z un deis punts n-peribdics dé F . Si n és parell és obvi
que z és punt n/2 - periódic de F2 amb n/2
	
1 . Si n és senar
tenim que z és punt n-periódic de £2 amb n 1 . Aixd es contra-
deix amb que P(f2 ) = 111
c . v . d.
Lema 26 . Sigui f:S 1wS
1
homeomorfisme . Llavors per a tot
pES 1	existeix H , interval tancat de 7[2, tal qué £' :Jp
p p p p
és homeomorfisme . A més Hp = [dp , dp+1] 6 [dp-1, dp ] .
Prova : Ja que f és bijectiva ho és fP . Com que fP és con-
tínua és creixent 6 decreixent . Llavors £P(Jp ) _[ dp , dp+1 ] si
és creixent i fP(Jp). _ [dp-1, dp ]si és decreixent . Sigui Hp
aquest interval . Ja que fP :JP"Hp és bijectiva, fP-1 :Hp-Jp
també ho és . Sigui .g l'elevaci6 de f-1 a Hp . El següent raona-
ment prova que g=F'
-1
: q=F-1(f(q)) = f-1 (F(e(t ))) = f-1 (e(F'(t )
p q p q
= e(g(FP(tq))) amb tq Jp . Ja que
f-1







és continua i fP homeomorfisme .
Teorema D . Sigui f : S~--bS 1 homeomorfisme. Les següents pro-
posicions s6n certes .
(i) grau(f) = +1 6 -1 .
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c . v . d .
(ii) Si grau(f)=+1 i P(f)
	
existeix n, enter positiu, ta]. que
P(f)= { n 1
(iii)Si grau(f) =-1 tenim que P(f)={1)6 P(f) _ ;1 ,2) ,
Prova : Ja que e(0)=1, pel Lema 26 f~ : J1"H 1 és homeo-
morfisme creixent o decreixent . Es clar que si és creixent te~
nim grau(f) = +1 i grau(f) =.-1 si és decreixent .
(ii) : Si p(f) ¿ 0 sigui n el mínim de P(f) . Es obvi que
fn és homeomorfisme i té un punt fix com a minim. Sigui p un
d'aquests punts fixos . Tenim que fn'(J ) = J i fn ' és homeomor-
P P P P
fisme pel Lema 26 . Del Lema 25 es dedueix que P(£P') Es
a dir, P(fn ) ={ 1 ) i P(f )DI n ) . Anem a veure que P(F) =In } . Si-
gui mep(f) amb mí¿n. Ja que n és el mínim tenim m>n . Si gES 1 és
m-periódic de f és clar que gcFix(fnm ) . Per tant gePer(fn) perb
q(ZFix(fn ) i aixó es contradiu amb que P(fn ) =)1) .
(iii) : Pel Lema 7 f té dos punts fixos com a minim. Sigui
p un d'ells . Pel Lema 26 f'(J ) = H i és homeomorfisme . Ja que
P P P
Hp = [dp-1, dp ] i p és fix, si fp = £
p
'+1 tenim que
Del Lema 25 es dedueix que P(fp ) =11,2) . A la demostraci6 del
Lema 25 teniem que Per(fp2)D[tp , tp+1J . Ja que tp és un punt
fix de f, si Per(f
P2)
_ Itp , t
P
+1,1és obvi que P(f)= ;1) . Llavgrs
tenim que P(f)D{1)6 P(f)Df1,2 ) . Suposem ara que existeix un en-
ter positiu n, n>2, tal que ncP(f) . D'altra banda, ja que f és
de grau -1, f 2 és de grau +1 i P(f2 )= (1 ) . Si q és un punt
n-peribdic de f és clar que gEFix(F2n ) . Per tant gEPer(P 2 ) pero
q (ZFix(P 2 ), que es contradiu amb que P(F2 ) =111 .
c . v . d .
APENDIX
Un exemple
La caracteritzaci6 dels períodes duna funci6 continua
de S 1 en S 1 que hem aconseguit és suficient per resoldre, des
d'un punt de vista global el següent problema .
Com s6n els punts periddics duna funci6 continua de S 1
en S 1 tal que la gráfica de la seva elevaci6 és una recta ? .
Prop osici6 28 . Sigui £EC.(S 1 ,S 1 ) i suposem que fP és una recta
per a cert pc~S 1 . Llavors s6n certes les següents proposicions :
(i) Si 1grau(F)j>2 , P(f) = IN excepte quan grau(f) = -2 que
P(f) = Ir- 12) .
(ii) Si grau(f) =+1, p(f)=0 6 P(f)= ín Ii Per(f)=S 1 , amb n >l .
1
(¡¡¡)Si grau(f) =-1, P(f)= 11,21 i Per(f)=S .
(iv) Si grau(f) = 0, P(f)= ,1) i Per(f) té un únic punt .
Prova : (i) és immediat pel Teorema A .
(ii) :
	
és immediat pel Teorema D i la Proposici6 24 .
(iii) :pel Teorema D sabem que P(f)=j1j 6 P(f)=11,21 . Ja
que grau(f)= -1, 6s clar que fP(t) = dp-t amb dp=£P(tp ) com ja
hem definit en la pagina 21 . Tenim que EP 2(t)=t per a tot teje .
(iv) : ja que grau(f)=0 i fP és una recta és obvi que
fP(t)= ctant per a tot teje . Llavors Per(f)=Fix(f) i solament
t6 un punt .
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